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Demuw einer elementar-abelschen p-Erweiterung 
Von Uw~ JAN~S]~ und KAY WI~GBERG 
Sei k ein irreguli~rer p-adischer ZahlkSrper vom Grad n fiber ~p mit Irregu- 
larit~tsexponenten 8, q -~ pS und k(p) der p-Abschlul~ yon k mit Galoisgruppe 
D : Gal (k(p)/k). Dann ist ne ine  pro-p-Gruppe mit n + 2 Erzeugenden und 
einer definierenden Relation, der Demu~kin-Relation. Es gibt also eine mini- 
male Darstellung yon D dureh eine freie pro-p-Gruppe Fund einen abgesehlos- 
senen Normalteiler r von F, der yon einem Element w ~ F erzeugt wird: 
1--> r--> F--~-+ D--> l .  
Nach Demuw gibt es ffir q :~ 2 eine Basis xl . . . . .  x~+2 yon F, so dal~ mit 
[a, b] ---- a .  b 9 a -1 9 b -1 gilt 
w=x~.  [xl, x2] . . . . .  [xn§ x,§ 
Ffir q --~ 2 ergeben sieh drei weitere Falle (siehe LABUTE [4]). Dureh die Angabe 
der Erzeugenden und der Relation ist die Gruppe D algebraisch vollstandig 
bestimmt. 
Ist nun K/Ic eine endliche galoissche p-Erweiterung mit Galoisgruppe G, 
so ist es wiinschenswert, aueh eine algebraische Kenntnis der galoistheore- 
tischen Surjektion 
q~ : D-->~ G 
zu besitzen. Kennt man nii, mlieh die Bilder der ~(xi) in G (die Demuw 
Erzeugenden von G), so reduziert sieh z. B. jedes Einbettungsproblem fiir K/]c 
mit beliebigem Kern auf ein rein gruppentheoretisehes Wortproblem. Weiter 
lai~t sieh dann die Struktur der multiplikativen Gruppe K* bzw. der p-Vervoll- 
standigung A(K) yon K* als G-Modul angeben, siehe [2]. 
In der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen, dal3 fiir eine elementar- 
abelsche Erweiterung K/Ic eine Basis x 1 . . . . .  Xd, zl . . . . .  Zn+2-d von F existiert, 
die der Relativsituation angepa~t ist: ~ bildet ,~(zx) . . . . .  ~(zn~2-d) auf die Eins 
in Gab und die Bilder von n(xl) . . . .  , n(xd) erzeugen G minimal; dabei behalt 
das Demu~kinwort w im wesentliehen noeh die oben angegebene Form. Daraus 
erhalten wir eine explizite Besehreibung der G-Modulstruktur von A(K) 
dutch 2gp[G]-Erzeugende und Relationen. Weiter werden wir am Sehlu]3 die 
Wirksamkeit dieser Methode zur LSsung yon Einbettungsproblemen an einigen 
Beispielen demonstrieren. 
Zl  
Zt+l ,  
W 1 =-- . Xt+ 1 9 Z|+ 1 
Xt+l  
Z1 ,  
und 
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Ffir eine pro-p-Gruppe X setzen wir im folgenden zur Abkiirzung Hn(X) 
= Ha(X, Z/pZ) und bezeiehnen mit 
d(X) --: dim X/X*  :-- dim Hi(X) 
die minimale Erzeugendenanzahl yon X, wobei X* ~ XP[X, X] die Frattini- 
gruppe yon X und die Dimension fiber Z/TZ gemeint ist. 
Das Cupprodukt 
u : Hi(D) x Hi(D) --> H~(D) = Z/pZ 
bildet eine nieht-ausgeartete, antisymmetrische Bilinearform auf HX(D). Sei t 
die Dimension des Radikals des Teilraums Hi(G) yon Hi(D) oder/~quivalent 
dazu, die Dimension des Radikals des Teilraums K*P n k*/k*p yon k*//c*p 
beziiglich der nicht-ausgearteten, a tisymmetrischen Bilinearform, die durch 
das Hilbertsymbol 
( , )  : k*,/k*~ • k*/k*P ---> ttp ~--- Z /pZ 
gegeben ist, wobei/~p die Gruppe der p-ten Einheitswurzeln yon k bezeichnet. 
Es gilt 0 g t < d = d(G). Wir beachten oeh, dal~ obige Bilinearform fiir 
q ~ 2 alternierend ist. Bezeichnen wir mit/tK bzw. /~ die Gruppe der Ein- 
heitswurzeln yon p-Potenzordnung in K bzw. k, so gilt der 
Satz 1: Sei K[Ir eine elementar-abelsche p-Erweiterung mit IrreqularitStsexpo- 
nenten s + ~ und q : ps ~ 2. Dann gg~t es eine JBazis xl . . . . .  xd, Zl . . . . .  Zn+~-d 
Yon F, 80 daft 
W ~ Wql . W2 
ist mit 
w~ = [x,, z~] . . . . .  [x~, ~] .  [x,+. ~+~]  9 . . .  9 [~d-~, zd] 
9 [Z,§ z ,+~] . . . .  9 [Z,+l-d, zn+~-A, 
lak ~ NK/~(K*), g = 2, (1) 
I~k ~ NK/~(K*), u : 0, (2) 
I~k ~ N~:It(K*), I~k ~ NKIk(K*) K'P, ~ -: O, (3) 
/~k ~ NK/k(K*), x : 2, (4) 
I~k ~ NKIk(K*), I~k ~ 2VKI~(K*) K 'v ,  ~ -~ O, (5) 
1. ~o(z~)= l ,  i : -  I . . . . .  n + 2 - -d ,  
2.  (~(x~),  i = 2, . . . ,  d )  = G 
mit v 2 ---- r o x. 
Bemerkung : 
Die geometrischen Eigenschaften der Kummergruppe haben nicht nur Ein- 
fluB auf die Fallunterscheidungen, sondern spiegeln sich auch direkt in dem 
Aussehen des Demu~ikinwortes wider. 
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.Bewefs: Sei v E z~ N F*  mit  der Eigensehaft 
w ~-- vq mod IF, F ] ,  
dann gilt, da die Torsionsgruppe yon Dab das Bild yon/~k unter dem Rezi- 
prozitgtshomomorphismus cok ist, 
r ---- u(v) mod [D, D] bzw. coK/k(~ ) - -  ~(v), 
fiir eine primit ive q-re Einheitswttrzel ~ ~/~.  Sei 
T = {X ~ H~(D) : X(~(v)) ---- 0}, 
so gilt dim T ~- n + 1 und rad T = T • ---- (v) mit  ~ ~ H~(D). Weiter ist 
la~ ~ 2VKI~(K* ) r ~ o ~(v) = 1 r g(~(v)) 
= 0 V s ~ H~(G) ~ H~(D) r162 HX(G) ~ T. 
lr das folgende siehe etwa [1], IX.  w 4.2. 
Fall  1: H~( G) ~ T 
1.1: ~ ~ H~(G), 
dann ist sogar v s /~I(G) f'l Y j- ~ Hi(G) N Hi(G) • ~- rad H~(G). Mit ~ :---- 
erhalten wir folgende Witt-Zerlegung yon HS(D): es existiert eine Basis 
~,  ..-, ~d, h . . . . .  ~n+~-d yon Hi(D) mit  
(+) 
(~I . . . . .  ~t) ---- rad HI(G), 
(a , - . . ,  = 
~1 u ~1 . . . . .  ~t u ~t = 1, 
0+1 u ~;t+~ . . . . .  ~;d-1 u ~,~ = 1, 
~t+l u ~t+~ . . . . .  ~n+l-d u ~.+~ ---- 1,  
und sonst null. 
r@(z j ) )=0,  i=1  . . . . .  d, j= l  . . . .  ,n+2- -a ,  
wenn man die ~i vermSge ~ als Elemente yon Hi(G) auffal]t. Da die ~i den 
Tei lraum Hi(G) erzeugen, folgt ~o(zj) = 1 fiir alle j = 1 . . . . .  n + 2 - -  d. Die 
Eigenschaft 2. folgt trivialerweise aus 1., da ~0 surjektiv ist. 
~emer  ist h r T, da sonst ~x nicht aus rad T wgre; also gilt ohne Einschrgn- 
kung h(~(v)) = 1. Welter folgt, dal] alle iibrigen Basisvektoren aus (T ' )  • = T 
sind. Fiir die Dualbasis xl . . . . .  xd, zl . . . . .  zn+2-d yon F/F* ist fiir beliebige 
Liftungen die Eigenschaft 1. des Satzes erfiillt, denn naeh Definition einer 
Dualbasis gilt 
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Nach einem Satz yon Serre, der das Cupprodukt und die Relat ionenstruktur 
einer pro-p-Gruppe verkni ipft  (siehe [4], Prop. 3), gilt die Kongruenz 
d u+2- -d  
w ~ 1-[ x f " ' .  [ I  z,L". w, mod F" .  IF, F l, 9 [[F, F l, F] ,  
i= l  i= l  
0 ~,b~ ~_p- -  1, 
also wegen w ~ vq ~ I Ix a''q. llz~,'q mod F p'§ 9 [F, F] mit  eindeutig be- 
st immten ai, b~ ~ {0, 1 . . . . .  p ~ 1} 
d n~2- -d  
w ~ [[ x a,'q. [ I  z~"q. w2 mod F p'§ IF, F]~. [IF, F], F] .  
i= l  i= l  
Nach Konstrukt ion gilt aber wegen v = l lx~,. IIz~, rood IF,  F] 
0 = ~.,(z(v)) -~ ai rood p,  i = 1 . . . .  , d, 
0 = ?ji(~(v)) = bi mod p,  i = 2 . . . .  , n + 2 --  d, 
1 = = b, p ,  
also erhalten wir 
w -~ zql 9 w 2 rood F p'§ [F, F lP.  [IF, F], F] .  
1.2: ~ r HI(G). 
Mit 8t+2 :-~ ~ E T 1 ~ Hi(G) x ist auch der Tei lraum tad Hi(G) O St§ isotrop 
in Hi(D). Wie im Fal l  1.1 gibt es wieder eine Basis ~ . . . . .  ~,  $~ . . . .  ,8~+2-d yon 
H~(D) mit den Eigenschaften (~) .  Ferner ist St+~ r T, so dai~ wit ohne Ein- 
schri~nkung annehmen kSnnen, dai~ ~+~(~(v))= 1 ist; alle iibrigen Basis- 
vektoren sind aus T. Wit  erhalten also eine Basis x I . . . .  , Xd, z~, ...~ Z,+~_ d Yon 
2' mit  den gewiinschten Eigenschaften 1. und 2. sowie 
w ~ z~q+, 9w~ rood F~ '§ 9 IF, F]~. [[F, F], F] .  
:Fall 2: HI(G) ~ T .  
2.1: tad H~(G) ~ T,  
dann gibt es ein ~+1 e H~(G) \ T mit ~,+~(~(v)) -~ 1, sowie ~,+~ u 9 ~ 0, da 
sonst der Charakter ~+~ aus (TX)~ ~-T  w~re. Sei ohne Einschr~nkung 
~+~ u 9 ~ 1. 
Erg~nzen wir ~t+~ zu einer Basis ~ . . . . .  ~d, $~ . . . . .  ~,+2-d yon H~(D) mit den 
Eigenschaften (-b), so gilt 
~t§  ~ a~.~i~-  ~ bi .$ i ,  0~a i ,  b~p- -1 ,  
i4f.~2 i~_t-t-1 
da ~t+l u 9 = 1 und wegen ~ ( T ~ ~ (rad HI(G)) ~ die Orthogonalit~t ~; u 9 = 0 
ffir i = 1, ..., t gilt. Durch einen Basiswechsel, ohnc ~t+l abzui~ndern, ist zu 
erreichen, dab weiterhin (+)  gilt und 
~ ~t+2 + b 9 ~t+2, b ~ {0, 1t, 
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ist. So ergibt sich 
~,8~ET,  i~t -~ l ,  sowie (~t+l--b'~t+l)  ET ,  
da ($*+1 --  b- ~t+l) orthogonal zu v ist; also gilt 
= b .  
Wir erhalten also eine Basis x I . . . . .  Xd, Zl . . . . .  Zn+2-d von F mit den Eigen- 
schaften 1. und 2. sowie 
w - -  (x,+ 1 9 z[+l)q 9 w2 mod F ' '§ [F, F ] ' .  [[F, F], F] .  
2.2: rad Hi(G) $ T ,  
dann gibt es ein ~1 E rad Hi(G) \ T mit ~l(~(v)) ----- 1 sowie ~1 u v ----- 1. Setzen 
wir $1 :---- T und erg~nzen ~l und 81 zu einer Basis yon Hi(D)  mit den Eigen- 
schaften (~-), so sind alle Basisvektoren bis auf ~1 aus T. Wir erhalten also 
wieder eine Basis x I . . . .  , xd, zl . . . . .  zn+2-d von F mit den Eigenschaften 1. und 2. 
sowie 
w --~ x~. w2 mod F p'§ IF, F]~. [IF, F], F] .  
Wir wollen jetzt zeigen, dal~ obige Kongruenzen in Gleichheit iiberfiihrt 
werden kSnnen. Es ist 
w - -  (wl. y)q 9 w2 mod [F, F lP.  [IF, F], F] 
mit y C F~. Setzen wir w~ ---- wl 9 y, so ist 
[Xl, z~]. [x 1, y-l] . . . .  1.1, 
! -1  w~-- -w~ q .  "'" "[zt+l, zt+2]'[y ,zt+2] . . . .  1.2, 2.1 b---- l ,  
! -1  . . . .  [xt+l, x,+2]" [y , x,+2]" 9 2.1 b -----  0, 
[x;, zl] " [y-l ,  zl] . . . .  2.2, 
mod IF, -~]P-[ IF,  F], El 
und wenn wir w~ wieder mit Wm bezeichnen, so gilt wegen [y,*] 
c IF, [IF, El, P] 
w ~ wq.w2 mod [F, F]P.  [IF, F], F] .  
Daraus folgt 
w - -  w2. u mod IF, F ] , .  [IF, F], F] 
mit 
u = I I[ui,  ui]a,.~ 'p, ui, uj ~ {x, . . . . .  Xd, zl . . . . .  Z,+2-d}, 0 < al.j g q --  1. 
Da aber 
[u,, uila'., p - -  [u~,z'P, uj] --~ [u,, u~'.~ "r] mod [[F, F], El 
gilt, erhalten wir auI]er im Fall 2.1 b = 1 durch einen Basiswechsel 
w ~-~ W~l. w2 mod IF, F]q.  [IF, El, F] .  (*) 
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Im Fall 2.1 b ---- 1 erscheinen die Kommut~toren [zt+~, xt+~] a'p problematisch. 
Durch geeignete Basiswechsel rhalten wir aber 
W ~ (~|+1 " Zt+X)q" W2" [Zt+2' ~t+2] a'p 
=-- (X|+I  . Zt+l)q . . . . . .  [3~/+1 Z,+2 a.p Xt+2 ] . . . .  
- -  (~;+,  . z~' ,p  . z ,+ , )~ . . . . .  [~;+1, ~,+~1 . . . .  
Xt  1 p ! 
= ( ,+1"  z ,+ l )~ . . . . .  [x ,+ l ,  x,+2] 9 . . .  9 [ z~s  z~+l,  zt+2] . . . .  
p t q X I 
(Xg+l  " Z t+ l )  . . . . .  [ t+ l ,  X,+2] . . . . .  [Z t+l ,  Zt+2] . . . .  
mod IF, Flq. [IF, F], F] 
t ! . mit xt+ 1 --~ xt+l" z~+~ und zt+ 1 -~ z~+2 p. zt+l, also gelangen wir auch in diesem 
Fall zu der Kongruenz (*). Nach dem bekannten Verfahren yon Demu/tkin 
(siehe etwa [4]) lg6t sich ein Basiswechsel vornehmen, der ohne wl abzugndern 
die Kongruenzen (*) in Gleichungen iiberfiihrt (man benStigt dafiir sogar nur 
Kongruenzen modulo F '8oq' = Fa'[F, F]q. [IF, F], F]). Da bei allen Basis- 
wechseln die Basisvektoren um Elemente aus F* abge//ndert werden, bleiben 
die Eigenschaften 1. und 2. erhalten. 
Wir haben noch zu klgren, unter welchen Bedingungen die verschiedenen 
Fglle auftreten. Die Unterscheidung in Fall 1 und 2 durch p~ ~ NK/k(K* ) 
bzw./~k ~ NK/k(K*) wurde bereits gezeigt. Ferner liefert die aus der exakten 
Sequenz 
1 --~/~p ~ k(p)* 2-+ k(p)* --> 1 
gewonnene exakte Kohomologie-Sequenz dieIsomorphie 
k*/k*P Z.., Hi(D). 
Es gilt nun das 
Lemma 1: 8('fi~) : T • wenn "fi~ die Gruppe pkk*p/k*P bezeichnet. 
Beweis: Es gilt mit der Invariantenabbildung I vk yon k fiir a ~ k* und 
Z E Hi(D) 
o = 
Daraus folgt wegen zr(v) ~ co~(~) mod [D, D] 
Invk(g niS(~) ) = 0 fiir alle g ~ T. 
Da die Invariantenabbildung ein Isomorphismus ist, gilt 
~(~) e T~, 
woraus wegen dim T x ---- 1 die Behauptung folgt. 
Mit dem Lemma 1 erhalten wir 
r E Hi(G) r ~ E K*P n k*/k*P ~=~  ~ K*p ~:~ ~ ---- 1, 
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also ist ~ = 1 genau in den F~llen 1.1 und 2.1 b = 0. Weiter gilt wegen 
NKIk(K*)/k*P ---- (K*I' n k*/k*p)• (siehe [2], Lemma 3.1) 
tt~ ~= NKI~(K* ) K*P r r E NKIt(K*)/k*P . K*P n k*/k *~ 
<=> T• _ (rad 
r rad Hi(G) ~: T; 
also ist im Fall 2.1 b ---- 1 die Gruppe/~k in N~/~(K*) K*~ enthalten, im l~all 2.2 
dagegen ieht. 
Zusatz: Hat man fiir eine vorgegebene K6rpererweiterung K[k eine Basis 
alk*P .. . . .  aak*P der Kummergruppe gefunden, derart dab 
(at+l, at+2)k . . . . .  (ad-1, ad)k = ~p, 
(al, aj)k = 1 fiir alle anderen i < 7" 
gilt, wobei (,)k das Hilbertsymbol und ~p eine primitive p-re Einheitswurzel 
aus k bezeichnet, und ferner in den F~llen (4) und (5) ~k*P und im Fall (3) das 
Element ak*P ~ K*P n k*/k*P aus der Darstellung ~ ---- a.  b, b E NKIk(K*) ein 
Basiselement ist, so zeigt der Beweis yon Satz 1, dal3 die Basiselemente xx . . . . .  xd 
Yon F so gew~hlt werden k6nnen, dal~ sie auf die Erzeugenden aider Gruppen 
Gal (k (~-~)/k) mit ai (~f~j) ---- ~" ~ abgebildet werden. 
Corollar: Sei q 4:2 und G = (ax) • "'" • (aa) mit den al wie im obigen 
Zusatz, dann lgflt Mch die p-Vervollst5ndigung A(K) = lim K*/K*p" von K* 
/olgendermaflen als Zp[G]-Modul dureh Erzeugende und de/inierende Relationen 
beschre~en. 
Seien ui,~ l ~_i, j gd ,  
v~ 1 ~ i~d,  
wl l~ i~n+2- -d  
Erzeugende ine8/reien Zv[G]-Moduls M yore Ranq n + 2 + d 2, dann ist A(K) 
isomorph zu M/N, wenn der Untermodul N von M erzeugt wird yon 
I. 
'ui.i 
Ul, t ~- Ut, i 
(ak -- 1). uid + (aj -- 1). uk.~ + (ai -- 1). uj.t ~ <i , j , k<d 
36 
II. 
Uwe Jannsen und Kay Wingberg 
t 
u = ~ (ai -- 11. wi + ~ ui,i+l 
i=1  i=t+l , t+3, . . . .d - -1  
mit 
q 9 Wl~ 
q 9 Wt+ 1,  
Wt+l  , 
pS-1. Vt+l 
~gS-1 . V 1 , 
(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
mit den Fallunterscheidungen (1)--(5) des Satzes. 
Beweis: Sei 
1--> Rd --> Fd --> G--> I 
eine minimale Darstellung der Gruppe G dutch eine freie pro-p-Gruppe Fd 
vom Rang d und einem offenen Normalteiler Rd von Fd. Aus [2], Kap. I I  
erhalten wir mit den dortigen Bezeichnungen die exakte Sequenz 
d n+2- -d  
i=1  i=1 
/ 
1 --> Zp[G] 9 ~ -+ /~b • Zp[G]n+2-d _> A(K) -+ 1 
Der Zp[G]-Modul R~ ~ wird yon 
vi = a~ dxi, ui.~ = (~i -- 1) dxj - -  (~  -- 1) dx~, 
y 
mit ~ = w[R,R] .  
l<=i , ]<=d,  
erzeugt mit den definierenden Relationen I. (siehe z.B. Wingberg, J. r. u. 
angew. Math. 305). Also wird der Modul A(K)  von vi, uld, 1 ~_ i, ] ~ d, und 
wi = dzi, 1 --~ i _< n + 2 -- d, erzeugt. Zu den Relationen I. kommt nur noch 
die Relation ~ hinzu; diese ist mit II. identisch, wenn man mit Hilfe des 
Fox'schen Differentialkalkiils ~(~) berechnet und in den ui,j, vi, wi ausdriickt. 
Wir wollen noch in Anlehnung an die Arbeit [2] das Zerlegungsverhalten 
des Zp[G]-Moduls A(K)  betrachten. Es sei weiterhin q =~ 2. und G eine elemen- 
tar-abelsche p-Gruppe. 
Satz 2: Ist #~ ~_ NKIk(K*) oder t ~ d, 80 gilt die Zp[G]-Isomorphie 
(R~ b • Zp[G]*)/Zp[G] • Z~[G] a, im Fall  (1), (4), (5), 
A(K)  $ 
[ (R2 • z~[al'§ • z~ia] ~-1, im Fall (2), (a), 
mit h = n ~- 2 --  (d + t). 
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Ist hinqegen ~ ~ NK/~(K* ) und t ~- d, dann gilt 
{R~ b • :~[G]~/Zp[G] • Zp[G] h, 
A(K) = R~ b • Zp[G]d+VZp[ G] • ~p[G] h-l, 
: 1 (Fall (1)), 
= 0 (Fall (2)). 
Die oben angegebenen Summanden sind dabei jeweil8 unzerlegbar. 
Beweis: Nach [3], Satz 3.5. und 2.2. sind die Bedingungen juk ~ NEll(K*) 
und t -~ d notwendig und hinreiehend dafiir, dab R~ b direkter Zp[G]-Summand 
yon A(K) ist. Das weitere rgibt sich aus [2], Satz 4.4, wenn wir beachten, dab 
die Aussage #K ~ NKI~(K*) K*P genau in den F~llen (2) und (3) gilt; dies 
ergibt sieh aus dem 
Lemma 2: Sei q ~= 2; /iir den maximalen zyklotomischen Zwischenk6rper 
einer endlichen galoisschen p-Erweiteruny K yon k yore Grad [K : It] ~ p* zer- 
/aUe die exakte Sequenz 
Dann gilt 
1 --> Gal(K/K) --~ G --> Gal(K/k) --~ 1. 
Beweis: Sei U eine Untergruppe yon G mit G-- -U .  Gal(K/K) und 
U _~ Gal(K/k). Fiir den FixkSrper L yon U ist K/L eine zyklotomische Er- 
weiterung. Wegen q ~ 2 folgt daher 
/~L = NK/L(#K) ~ ]r L*~ fiir ~g ~ NK/k(K*) K*P. 
Also ist x ---- 0, da andernfalls/~L S L*p folgen wiirde. 
Wir wenden nun Satz 1 zur LSsung von Einbettungsproblemen fiir die 
Erweiterung K/k an. Ein solehes Problem wird besehrieben durch ein Dia- 
gramm 
D 
1--> A ---> E ~ + G---> I 
mit einer exakten Zeile bestehend aus den pro-p-Gruppen E und A sowie 
G = Gal(K/k) und der kanonisehen Surjektion yon D auf G. Eine (eigentliehe) 
LSsung dieses Einbettungsproblems ist ein (surjektiver) Homomorphismus 
v/: D --> E, der das Diagramm kommutativ erg~nzt. 
Sei weiterhin q ~= 2, dann erhalten wir in Versch~ffung der Ergebnisse 
aus  [3]: 
Satz 3: Es sind /olgende Aussagen 5quivalent: 
a) Fi~r K/k ist jedes Einbettungsproblem 
D 
1----> A --> E --> G --> I 
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n+2 
mit beliebiger trro-p-Gruppe A 16sbar; gilt d(E) ~_ - - ,  so existieren 
eigentliche LSsungen. 2 
b) Es gilt A(K) ~ 1~ b • 1~ mit einem Zp[G]-Modul N. 
c) Es gilt t*k ~= N~/~(K*) und K*I, n k* ~ NK/~(K*) k*P. 
d) Es gi~ #~ ~= NK/~(K*) und Hi(G) ist total isotroper Teilraum van Ha(D). 
Beweis: Die Implikation yon a) naeh b) gilt nach [3], Satz 2.2 und die 
Aussagen b), e) und d) sind wegen den S/~tzen [3], 2.2, 3.5 und 3.4 ~iquivalent. 
Sei nun d) ediillt und xl . . . .  , xd, zl . . . . .  z,+,-d eine Basis yon F mit den Eigen- 
sehaften aus Satz 1, d. h. w hat die Form 
w = ~.  [x,, z,] . . . . .  [~d, Zd]" [Zd~. Zk+~] . . . . .  [Z.+,-d, Z,+~-d] 
{~, falls ~ = 1, 
m= -4-1, falls z=0.  
Sei I tier yon zl . . . . .  z~, zd+~, zd+4 . . . . .  z,+2-d erzeugte 5Tormalteiler in F;  dann ist 
F' = F/ I  eine freie pro-p-Gruppe veto Rang n + 2. Wegen w ~ I und ~t(1) 
2 
~= Ker ~0 gibt es Surjektionen Q und 2, so dalt folgendes Diagramm kommutativ 
ist: 
1--> r--> F-E~> D-+ I 
Sei nun dureh die exakte Zeile 
1.--> A -> E i-~ G--~ I 
ein beliebiges Einbettungsproblem fiber K/k fiir die Gruppe D gegeben, dann 
erhalten wir wegen der Freiheit yon F'  eine Liftung $: F'--+ E yon j. Die 
Komposition 
D~,> F' Z-+ E 
ist eine LSsung des Einbettungsproblems. Fiir d(E) ~= 
gew~hlt werden. 
n+2 
kann $ surjektiv 
2 
Beispiele: 
Wir wollen zuni~chst fiinf Beispiele fiir die verschiedenen F/~lle des Satzes 1 
angeben. 
Sei k ---- Q~(i) mit einer primitiven 4ten Einheitswurzel i, also q = 4 und 
n = 2; ferner sei K eine elementar-abelsehe 2-Erweiterung yon k mit Galois- 
gruppe G ~ 7/2Z • 7./27., also d((7) = 2. Es k6nnen folgende fiinf Fiille 
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auftreten: 
i ~ Nzc/~(K*) i C 2/x/k(K*) K *~ u w 
1 1 1 ~.  [~1, ~,]. [~2, z2] (1) 
1 1 o z~. [Xl, x~l. [Zl, z2] (2) 
0 1 0 (xlzl) 4" Ix1, x2]" [zl, z2] C3) 
o 0 1 ~.  [xl, ~21. [z, z2] (4) 
o o o ~.  [~1, zl]. [x~, z~] (5) 
wobei 1 (bzw. 0) in den ersten beiden Spalten bedeutet, dab die dariiber- 
stehende Aussage wahr (bzw. falsch) ist, und xl, x2, zl, z2 eine Basis yon F 
mit den Eigenschaften 1. und 2. aus Satz 1 ist. Setzen wir 
41 = 
= k 
dann ist wegen 
(i, 2)k = (i, 3)k - (i, 1 - i)k = 1 
i ~ NK1/k(K~) und i ~ NK,/,(K~). Wegen 
(3, 2)k ---- (3, 4)Q, = 1 und (3, 1 -- i)k = (3, 2)Q, = --1 
gilt fiir K 1 die Aussage t = d, fiir K~ hingegen t = 0; also ist Kx ein Beispiel 
fiir den Fall 1, K~ fiir den Fall 2. Aus 
(2, 1 -- 2i)k = (2, 5)Q, = --1, 
(2, 1 -- 2i)k. (i, 1 -- 2i)~ = (2/, 1 -- 2i)k = 1 
folgt (i, 1 -- 2i)k = --1, also ist i r NK,/k(K~) fiir j ----- 3, 4, 5. Die 8re Ein- 
heitswurzel ~s = 1 + i  ]/~ liegt nicht in g3, denn sonst wiire mit ~ E K3 
2 
auch ~f3 E K3, also K 1 : Ka, was wegen i ~ NK,/k(K~) \ NK,/k(K~) nicht 
mSglich ist. Wegen 
(6i, l - -2 i )k - - - - - - (6 ,1 - -2 i )k=- - (6 ,5 )q  b : l  und (6/,6)k----1 
gilt 6i s NK,/k(K~) bzW. i ~ NK,/k(K~) K~; also ist K a ein Beispiel fiir den 
dritten Fall. 
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Der KSrper K4 stellt ein Beispiel fiir den Fall 4 dar, denn es ist ~s E K4 
und t = 0 wegen (2, 1 -- 2i)k ---- --1. 
Aus (5, 1 -- 2i)k = (5, 5)Q, = 1 erhalten wir t = d fiir den K6rper K 5, der 
somit dem letzten Fall zuzuordnen ist. 
Bemerkung : 
Aus dem Satz 3 folgt, dab unter den betrachteten KSrpern genau fiir KJk  
jedes Einbettungsproblem mit beliebiger p-Gruppe als Kern 16sbar ist. 
Zum Abschlul] wollen wir noch zwei Beispiele angeben, wie ein vorgegebenes 
Einbettungsproblem ~ : E -->> Gauf  ein gruppentheoretisches Wortproblem 
zurfickgefiihrt wird. Wir betrachten folgendes kommutatives Diagramm mit 
exakten Zeilen: 
1-+ r --> F 2-~> D--> I 
1---> A -+ E /~> G--+ I 
mit einer Liftung Z yon ~. Man erh/~lt genau dann eine Liftung yon ~0 nach E 
(also eine L6sung des Einbettungsproblems), wenn ein Z existiert mi t r  E Ker g, 
d.h. wenn w eine Folgerelation der in Ker X auftretenden und durch die 
Kenntnis von y explizit bekannten Relationen ist. 
Sei p =~ 2, k ein irregulgrer p-adiseher ZahlkSrper fiber Qp (also ist n ~ 2) 
und K = k "-(]/aa--, ]/a'~), wobei aak*P, a2k*P eine wie im Zusatz bestimmte Basis 
der Kummergruppe K*P n k*/k*P ist, und zwar so, dab im Fall (4) und (5) 
al ----- ~ im Fall (3) ~ ---- al . b, b C NK/k(K*) ist. Ferner sei at E G =- Gal(K/k) 
gegeben durch 
= 1 <= j <= 2; 
also ist es nach dem Zusatz m6glieh, eine Basis Xl, xz, z~ . . . . .  z, von F zu 
finden, derart, dab w die in Satz 1 angegebene Form besitzt und dab 
~(x~) = ai, i = 1, 2, ~v(z~) = 1, i = 1 . . . . .  n 
gilt. 
Wir untersuchen im folgenden die zwei nicht-abelschen Gruppenerweite- 
rungen E yon O der Ordnung p3, siehe aueh [5]. 
1. Sei 
und ohne Einschr/~nkung ?'(ui) ---- at, i = 1, 2. 
Wir betrachten die naeh Satz 1 m6glichen F/~lle. Wie schon erw/~hnt, ist im 
Fall (1) jedes Einbettungsproblem 16sbar. Im Fall (5) stellt 
X: 
F -->El 
x~ w, u~, i=1 ,2  
zi e+ 1, i=  1 , . . . ,n ,  
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eine Liftung yon ~ dar, fiir die w in Ker % enthalten ist; also ist dieses Ein- 
bettungsproblem 15sbar. 
In den F~llen (2), (3), (4) gilt wegen ~(zi) ----- 1 fiir jede Liftung %: %(z~) C A 
und also %([z~, z~+l]) = 1; da E 1 den Exponenten p besitzt, gilt ferner %(~) 
=- %(Xql) = 1. Also ist in diesen F/~llen das Einbettungsproblem genau dann 
15sbar, wenn es eine Liftung % gibt mit Ix1, x2] E Ker %. W/~re dies aber der 
Fall, so w/~re E 1 eine abelsehe Gruppe. Zusammenfassend gilt also: 
Das Einbettungsproblem ]: E 1 -+ G ist genau dann 15sbar, wenn die Kummer- 
gruppe K*v n k*/k*~ total isotrop ist. 
2. Sei 
E2 (ul ,  u2 ; u p : u 2 = [Ul, u2]" ~t2P 1) 
und ](ul) a b 
O<a,b ,c ,d<p- - l ,D=a.d - -b .c~O modp.  
0"10" 2 
Fiir jede Liftung g yon ~p gilt, da %(z~) aus A ist und G trivial auf A operiert: 
[zi, z i+l]dKer%, i----3,5 . . . . .  n - - l ,  [xi, z i ]EKer%, i=  1,2, 
pS z~,x I EKer%. 
Die versehiedenen Liftungen Z sind gegeben durch 
x(x~) = u~ ~D 9 u~ ~'§ 
Oge, /gp- -1 ,  
z(x2) = u~ ID o,~ 
%(zi) d A,  i = 1 . . . . .  n. 
Im Fall (1) ist jedes Einbettungsproblem 15sbar; im Fall (5) ist das Einbettungs- 
problem genau dann 15sbar, wenn es ein % gibt mit x q E Ker %. Ist s ~ 2, so 
existiert eine solche Liftung. Fiir s = 1 gilt 
%(XPl) = U2 pblD ; 
also ist das Einbettungsproblem genau dann 15sbar, wenn b = 0 ist. Im Fall 
(2) existiert keine LSsung, denn, da E nieht abelseh ist, gibt es keine Liftung 
% von ~ mit [xl, x2] E Ker %. Die gleiche Argumentation gilt in den F/~llen (3) 
und (4) fiir a > 2. Sei in diesen F/~llen also s = 1, dann ist 
%(X p" Ix, 1 X2]) = uP'--b+l)l D 
fiir alle Liftungen % yon ~o. Somit ist das Einbettungsproblem genau fiir 
Surjektionen ] mit b = 1 15sbar. Zusammenfassend gilt: ])as Einbettungs- 
problem ]: E 2 --> G ist genau in den folgenden F~illen 15sbar: 
K*v n k*/k*v ist total isotrop und/~k ~ NK/k(K*), 
K*P n k*/k*v ist total isotrop und #k i~ NK/k(K*) sowie b = 0, 
K*v n k*/k*v ist hyperbolisch und/x k ~ NK/k(K* ) sowie b = 1. 
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